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Ё der vorliegenden Arbeit suche ich die Resultate, die in der Abhandlung ' „Über die Gemeinsamkeit 
partienlärer Integrale bei zwei linearen Differentialgleichungen“ für homogene lineare Ditferentialgleichungen 
gewonnen wurden, auf die sogenannten „vollständigen“ linearen Differentialgleiehungen auszudehnen. Ich 
entwiekele also zunächst die Criterien, ans welchen erkannt wird, ob und wie viele linear-unabhängige particu- 
kire Integrale zwei gegebene lineare Differentialgleichungen gemeinsam haben und leite die lineare Differen- 
tialgleichung derselben ab. Die Absicht, diese Gleiehung zur Vereinfachung der Integration der beiden gegebenen 
Gleichungen zu benützen — was die Verallgemeinerung eines bekannten Theorems in sich schliesst — führte mich 
anf-eine andere Form dieser Criterien, welche die bekannte Analogie zwischen den linearen Differential- und 
den algebraischen Gleichungen anch hier hervortreten lässt. Am Faden dieser Analogie wurde ich zu einem 
Probleme der Elimination geleitet, das auf Grund der vorangegangenen Entwieklungen auch zu einer allge- 
meinen Bemerkung über die Gleichung Veranlassung gab, welche aus der Elimination einer abhängigen 
Variabeln aus zwei simultanen Differentialgleiehnngen zwischen drei Variabeln resultirt. Darnach erscheint 
nämliel die gewöhnliche Annahme als nnbegründet, dass jedes partienläre Integral dieser Gleichung gemein- 
same particuläre Integrale in den beiden gegebenen Gleichungen hervorrufe. Eine spätere Arbeit wird die 
Modifieationen darlegen, die in Folge dessen an dem bekannten Verfahren zur Auflösung eines Systemes 
simultaner linearer Differentialgleichnngen angebracht werden müssen. lu enger Verbindung hiemit stehen die 
Functionen, gebildet ans linear unabhängigen Integralen einer linearen Differentialgleichnng, anf welehe am 
Schlusse der Arbeit hingewiesen wird. Dieselben fiihren in der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
zu Functionen, die eine ähnliche Rolle spielen, wie die symmetrischen in der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen; sie lassen sich auch, analog diesen, anf die gemeinsamen Lösungen eines Systems simultaner linearer 
Differentialgleichungen ausdehnen und gestatten ganz analoge Verwerthung, wie aus einer demnächst zu 
veröffentlichenden Arbeit hervorgehen wird. 


1 Denkschriften dieser Akademie, Bd. XLVI, р. 61. 
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1. 
Es seien 
Kay") аут ауу" +... жауа 
Stee. Alt = 0 (1) 


und 
Top) by 


= plr, D, y™ yb = 0 (2) 


zwei lineare Differentialgleichungen, von denen mindestens eine nieht homogen ist! und deren erstere die 
Gleichung р (г, y,- у”) == О und die letztere Ya, y,- y) = О als redueirte besitzt. 
Durch 4-malige Differentiation dieser beiden Gleichungen nach г ergebe sich: 
LE 
Р (дуу, y) =) (a. yeta 
= 
m+k 


fe (х,у, ym) = (be, s rm) b" 


i=0 


ie -5 N А 


Беле | u 


wo also 


geseizt wurde, wenn die oberen eingeklammerten Indices Differentiations-Indices bedeuten. 
Eine notliwendige Bedingung, damit die beiden Gleichungen (1) und (2) ein partieuläres Integral gemein- 
sam haben, ergibt sich durch Elimination von у", „tr. у aus den »+n--2 Gleichungen: 


e KE e а а 7 (8) 
fO (æy. y) = 0; E Et. dE ge == 0. 


Sie besteht also in der Identität: 


аљ, 0 Am, 1 Am, 2 * о ал, m+n аб") 
0 Am—1,0 Ami д e . Ami, m+n—i аты!) 
е 0 а а, а а z л 
= РЕ bn, 1 bu, 2 H H bn, m-n bo) m ( ) 
SE 0 ba—ı к o . БА ‚ т-++п—1 dell 
о 0 0 „о A b 


1 Selbstverständlich ist der ausgeschlossene Fall in dem allgemeineren, behandelten Falle enthalten. Doch, um von die- 
чеш zu jenem überzugehen, muss man berücksichtigen, dass den homogenen Gleichungen, welche sich aus dem Obigen für 
а =b = 0 ergeben, ein gemeinsames partieuläres Integral y=0 zuzurechnen ist. 
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Es soll nun zuvörderst untersueht werden, ob und wann das Versehwinden von Ё auch die hinreiehende 
Bedingung bildet, damit die beiden Gleielungen (1) und (2) ein partieuläres Integral gemeinsam haben und zu 
diesem Behufe X einer leiehten Transformation unterworfen werden. 

Ich nehme an, es seien yi; 1: · Datt (H1) linear unabhängige partienläre Integrale der Gleichung 
(1),! und ebenso 2,, Ze... Zait (m-1) soleher Integrale von (2) und iultiplieire die obige Determinante 
(m-+n-+-2)ten Grades R zeilenweise mit der aus diesen Elementen zusammengesetzten: 


(ле? Al) 7 1 


. 


(mtn) (m+n—i) 
Ула n+1 бабны 1 
Р == шлш сү) und 1 


(m+n) (m+n+i 
Co m+i © e e Ami 1 


Das so erhaltene Produet lässt sieh nun weiter umformen; aber ich werde, um nieht die Rechuungen 1. е. 
р. 63 und 64 unter leieht erkenntlichen Modifieationen zu wiederholen, mieh mit der Darlegung des Ganges 
der Transformation begnügen. 

Zunäehst ergibt sieh, wenn Hirer und f&n) bedenten, dass bezüglich in F*(x,y,...y”) und 
А (уу) für уто substituirt wurde 


Paa Io -Fiz ЫЎ Ой = „йш 
ТЫВ Чоо >л 
О г А) ОЕ: CHE ү Gerda М, 


Aber aueh Р lässt sieh in zweifacher Weise transforıniren und man findet: 
ge 5 MA 1 Е (2) a a - Bal 
(He+V (n+1} 
аз en SE 
Ger Жы ко са | Pal Ale) 
een Ee, eg) 


©, ù . 


bati И E | (NV Pe I ee w A 
а о 1| [ШОК G Қуа) А 
Nun ist aber 
Ki Ze | Kl: 9и) 
Toa гүү = зе” шш (5) 
de А a g 1 | Yun , e ges 


da wegen der gemachten Voraussetzung die Grössen Li а), (Ya Yas) (улт) ein Fundamental- 
system partienlärer Integrale von ọ=0 bilden. Aus demselben Grunde hat in der zweiten Gleichung die erste 


br 
н - [ла А 
Determinante reehts den Werth е | % und man hat somit : 


1 Bekanntlich lässt sich jedes partieuläre Integral von (t) dureh (»-+1) linear unabhängige particuläre Integrale linear 
mit constanten Соё йсіепќеп ausdrücken. Die Differenzen yy—y,+1 Ya—Yntı:.- Уа Уа: bilden dann ein Fnudamentalsystem 
partieulärer Integrale der reducirten Gleiehung фр = 0. 


at 
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F(z mae 
Nett) раш „н ai 
amt 6 To 
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Р= 








а мал в 
Ve ч y 2) 


СО o 





In. 
bati ё 2 
Ш 





Fe о Лы) 
Die Substitution dieser Меге in das Product PR liefert für PP die beiden Gleiehheiten: 


SCH оо 


[2а 
оС 


аан). Хь) 
Anita) - ‚ Ё(г,) 


(6) 





Y 
EM Н ЫЕ ы у. , 
| Eent) o o о Р(г„+л) 


п. 


Aus dieser Form von R lässt sich nun leicht erkennen, welche Bedeutung sein Verschwinden für die 
Frage naeh der Gemeinsamkeit partieulärer Integrale der beiden Gleichungen (1) und (2) besitzt. Es genügt, 
diesen Untersuehungen einen Theil der obigen Doppel-Gleiehung zu Grunde zu legen, da sieh ans den bier- 
aus gewonnenen Resultaten dureh einfache Vertansehungen die entsprechenden aus dem anderen Theile flies- 
senden ergeben. Ich benütze etwa den zweiten Theil von (6). 

Versehwindet X, so versehwindet auch die rechts stehende „Determinante der Funetionen“ und es muss 
dann zwischen deren Elementen eine lineare Relation bestehen (l. е. р. 66). Es müssen also dann (m-+-1) 
Constante с, Ce, -Cmi Sieh auffinden lassen, dergestalt, dass 


с, Flee Fla) o o ta Е(га) ела E nyi) = О 
oder 
Kur) k EnH + Fe) — F (2mp) + СЕ (гаа) = 0, 
wo 
С=с 6, 2... Harz 


Ist nun © von Null verschieden, so kann man die obige Gleichung dureh dasselbe dividiren, wodurch 
o € : o В 
diese, wenn — = k; gesetzt wird, übergeht in 
с 
0а) Ее)... Е) шш 
oder 


Fik, A — 2n) е +, (ent) +24] = (is 


der eingeklammerte Ausdruck ist aber wegen der gemachten Voraussetzungen ein partienläres Integral der 
Gleichung f(x, у, у'...у"") = О und es haben also in diesem Falle die Gleichungen (1) und (2) ein parti- 
euläres Integral gemeinsam. Versehwindet jedoch С, so ist 
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FE E (2ч), (02) — Fan) + - е [Е (а) Р (ач) = 0, 
also 
ole, Läit (Z3 — Zm) +: © © FCm (Zn— Sat leen 0; 


es haben somit die beiden redueirten Gleichungen von (1) und (2) ein partieuläres Integral gemeinsam, ohne 
dass notlıwendigerweise diese selbst eines gemeinsam besitzen. 

Diese Betrachtungen ergeben daher: 

„Verschwindet das Resultat der Elimination der abhängigen Variabeln aus zwei linearen Differential- 
Gleichungen, so haben entweder diese selbst oder ihre redneirten Gleichungen partieuläre Integrale gemein- 
sam.“ Und umgekehrt. 

Haben also die redueirten der beiden linearen Gleichungen kein partieuläres Integral gemeinsam, so 
haben (1. е. УП) die beiden Gleichungen ein und nur ein particuläres Integral gemeinsam, das sich danu 
unmittelbar ans dem Systeme (3) ergibt. 

Anf diesen Fall lässt sieh nun dureh Einführung einer neuen Variabeln auch der allgemeine zurickführen, 
in dem die redueirten Gleichungen partieuläre Integrale gemeinsam haben. Denn ist z = O die homogene 
lineare Differentialgleiehung dieser gemeinsamen partieulären Integrale (l. е. р. 71), so lassen sich (ibidem 
р. 72) stets Operationssymbole р und q bezüglich von der (m —p.ten und (n—)ten Ordnung auflinden, wenn р 


die Ordnung der Gleichnng z = О ist, dergestalt, dass 
F ple)za; f ф(г)-—% 


ist. Haben nun die Gleichungen 
p@)+a = 0 und oiztth = 0 


kein partienläres Integral gemeinsam, so ist dies auch mit den Gleichungen (1) und (2) der Fall; besitzen sie 


aber eines gemeinsam und wird dasselbe mit » bezeichnet, so ist 


2 == р 


die Differentialgleichnng der den beiden Gleichungen gemeinsamen Integrale, d. h. jedes partieuläre Integral 


der letzteren Gleiehung genügt den beiden Gleichungen (1) und (2) und umgekehrt. 


ш. 


* 1. Diese Ergebnisse lassen sieh in mehr directer und explieiter Weise auch aus der Gleichung (6) ab- 
leiten. Zunächst bemerke man, dass die Ableitung dieser Gleichung nur ant der Voraussetzung bernht, dass 
sowohl Уу, He, Ут als auch гү, Se, Zut је ein System linear-nnabliängiger partieulärer Integrale seien 
und dass es also gestattet ist, in jedes derselben gemeinsame partieuläre Integrale aufzunehmen. 

Теп will nun zunächst annehmen, es verschwinde X, während die Resultate » von о = O und у = 0 vou 
Null verschieden sei. Dann haben die beiden Gleichungen (1) und (2) ein partienläres Integral ¢ gemein- 


ваш, Aus 


| Be) MER) w le 
A Р T (сл) 
— H D D e DH H D DH › 
кы Ра)... its 
wo 
b, 


ae = a (m+1) (m+22 +2) Oe е bo 


gesetzt wurde, folgt: 
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F(z) o a 5 Fani 
Ab Re) 
(нц Bee 


Реа) i 5 ` Peen) 


dk 
= ф%® Ta 
Hieraus ergibt sieh also die Proportion: 
| A dk dk в dR 7 
Ki G S == dao ` da) 80808 da) ` дае) ` (Т) 
dR Ө Ет 7 ‚ : : 7 
Der Ausdruck Ж О steht aber in einem einfachen Zusammenhange mit s, denn es ist, wie man sich 
aus (4) überzeugt: 
ак 
ee n+-i e 
SSC (—1)*+!Ь,, 


Die Bestimmung des С aus der Gleichung (7) ist also nur möglich, wenn » nieht versehwindet, womit 

eine frühere Behauptung neuerdings bestätigt wird. Ist jedoch r—=0, so müssen zwei Fälle untersehieden 
A . dR . Р e х 
werden: entweder versehwindet keiner der dem Lei IM (7) vorangehenden Differentialqnotienten oder es 
da 

versehwinden alle zusammen. Im ersteren Falle können die beiden Gleichungen (1) und (2) kein partienläres 
Integral gemeinsam haben, wohl aber haben dann die reducirten dieser Gleielmngen ein partieuläres Inte- 
gral o gemeinsam, dessen Werth sich ergibt ans : 


En) 
en) Е 
L Sc C |. SE А 
| фб) (и) Em) EN У (ы-ы) 
| 


auf welche Form R stets gebracht werden kann. Man findet hieraus: 


(п). „in—1). РРС dk S ап Я e dk А = 
ү °7) ... шш даб" : dal") ee da”) 
жа a ER ағ 
= dam?) H dam") Жоао о dam) ` 


in weleher Proportion die zweite Zeile aus 1. е. р. 67 folgt. 

Tritt jedoeh der zweite Fall ein, so bleibt es unentschieden, ob die Gleichungen (1) und (2) gar kein 
partienläres Integral gemeinsam haben, wogegen dann deren redueirte gemeinsame partiewläre Integrale 
besitzen müssen, oder ob (1) und (2) mehrere solche Integrale haben. Die Entscheidung hierüber liefert die 
Betrachtung der zweiten Differentialquotienten von X, in die jetzt eingegangen werden soll. 


Da r = 0 ist, so haben die beiden redneirten Gleichungen von (1) nnd (2) schon aus diesem Grunde ein 


partieuläres Integral n gemeinsam und es lässt sich daher dem X die obige Form geben. Bildet man hieraus 

dR р а Р а ; tJa; 

(m › 80 ersieht man, da das selbstverständliche gemeinsame Integrale n = 0 der beiden redueirten Glei- 

Ge 18 
. ` H 

elungen von der Betrachtung ausgeschlossen bleibt, dass die Voraussetzung ат 
da 


п 


== U zur Folge hat: 
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Да) A). | 
me) Fl ке. en 


1 


Еа) Präsi, - Brad 


Diese Identität zeigt aber an, dass entweder auch die Gleichungen (1) und (2) ein Integral gemeinsam 
haben oder deren Redueirten noch ein zweites von dem ersten linear ınabhängiges. 

Unter den gemachten Voraussetzungen haben also entweder die Gleichungen (1) und (2) selbst oder 
deren Redueirten mindestens zwei linear unabhängige partieuläre Integrale gemeinsam. 

Wenn also R = r = 0 ist und überdies in der Кеше der Differentialquotienten 


dR ав dR 
wii dap а 


einer Null ist, aber keiner der beiden gemeinsam verschwindenden (1. e. р. 68), 


а Б dr CR dr 
Fa reg цул, na) gm = = an 


7 (ш ill i 
° dal Ё daa a 


so haben die Gleichungen (1) und (2) zwei linear unabhängige Integrale gemeinsam. 
Werden dieselben mit £, und ¢, bezeiehnet, dann darf in (6) 2, = ¢, und 2, == $, gesetzt werden und aus 
dieser Form von Л folgt: 





Кү Уо) | 
а В Ка 9—0 o СИРЕ 

Знай бш = | 

dal” даб ga) gak) j . 9 

k 1 f d'V m—2) (е, GE ` pia) ы) 

also: 
= к A F(z) Е 

( | С Т E 
E р == — 1 —; ll ar | б 

dai" дат" ОШ u Gun E 
ДЕТЕ 


wenn mit n, == ,—£, das Integral bezeichnet wird, das die redueirten Gleiehnngen gemeinsam haben müssen. 
Aus derselben Form von А folgt aber: 
F(2,) EE 


ФЕ dr 
аъ EE 
да" da аа“ 

э(е) я Моа) 

pe r Ce) o Mei 

й ] ar Е * D D D D D 
Be nn СО. 

n—1 К 


GE с леч 


Die Substitution dieser Ausdrücke in die obige Gleichung für - zeigt, dass unter den gemachten 


da Di 1 da a, D 


Voraussetzungen jedes den beiden Gleichungen (1) und (2) gemeinsame Integral ¢ die lineare Differential- 
gleichung befriedigt: 


dR _ 1% 42 Ii а R ва а R 
dali da da Dada” дада da”) да), 
ee dr тя 


Git 
Ёла” Gë “АО 
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Es ist aber auch umgekehrt jedes particuläre Integral dieser Gleichung ein den Gleichungen (1) und (2) 
gemeisames Integral.‘ Denn die redneirte Gleiehnng derselben gibt das den redueirten von (1) und (2) gemein- 
same Integral (l. е. р. 67) e, Ist also С eines der beiden supponirten gemeinsamen Integrale von (1) und 
(2), so ist jedes particuläre Integral & der obigen Gleichung in der Form darstellbar 


g = 0+6, 


wo с, eine Constante bedeutet. Jedes dieser Integrale genügt aber, sowohl (1) als auch (2). 
Die beiden Gleichungen (1) und (2) haben kein Integral gemeinsam, sondern blos ihre redneirten deren 


zwei linear-nnabhängige, wenn 
ËR 
ne Së 
und 
а В а R 


dal" da™ да da” 





== (0), 


Verschwindet aber auch noch der erste «dieser drei Differentialquotienten, so wird es wieder unent- 
schieden, ob die Gleichungen (1) und (2) oder blos deren redueirte lincar- unabhängige partieuläre Integrale 
gemeinsam haben, deren Anzahl dann die Zahl zwei übersteigen muss. Aufschluss hierüber gibt wieder die 
Betrachtung der ш Differentialgnotienten von R und v. 

э, Statt in diese Betrachtungen einzugehen, will ich gleich allgemein die hinreichenden und асое 
digen Bedingungen aufsuchen, nnter welchen die beiden Gleichungen (1) und (2) E und nicht mehr linear- 
unabhängige partienläre Integrale gemeinsam haben. 

Soll dies der Fall sein, so ist eine nothwendige Bedingung, dass die redueirten Gleichungen von (1) und 
(2) (k—1) und nicht mehr linear-unabhängige partienläre Integrale gemeinsam haben und es ist also nur zu 
untersuchen, welche weiteren Bedingungen zu der Annahme, dass die Reducirten von (1) nnd (2) (Ai 
linear-nnabhängige Integrale gemeinsam haben, hinzutreten müssen, damit (1) und (2) selbst E solche Inte- 
grale gemeinschaftlich besitzen. 

Werden diese (k—1) gemeinsamen Integrale der beiden Redueirten mit o, уз... 9-1 bezeichnet, so 
lässt sich dem R die Form geben: 


‚Ф(%,) оса). F(z) ЕЕ) 


Рие б leo gel ch И: pmi? (Co F+ (z) К p HN), 








en.) Ч) Ба)... Penga) 


o С einen für die nachfolgenden Überlegungen gleichgiltigen Ausdruck bezeichnet. 
Hieraus ersieht man unmittelbar, dass alle (k--1)ten Differentialquotienten von А verschwinden, welche 
die Form 
G= R 


nes —-_з) SE (О gel 





t Der homogenen linearen Differentialgleichung der 2. Ordnung 


а В АВ а В 


ni) да") = 


п n п—1 n ne аһ—{ 


genügt zwar auch jedes der beiden gemeinsamen Integrale &, und 5, es befriedigt aber nicht umgekehrt jedes partieuläre 
Integral derselben die beiden Gleichungen (1) und (2). 
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haben, sobald sowohl р als auch o>2 sind. Von den übrigen Differentialquotienten dieser Ordnung sollen nun 
blos die näher untersucht werden, in denen o = 2 ікі, da diese allein eine weitere Verwendung finden werden. 
Ihre Bildungsweise ergibt sieh aus den beiden Formeln: 


аЕ\т—®+ 14») ae En 
= у „—1) 


da" "+ D ll 


ДЕ(т—®*+1+>) > | т—Е-+-1-+ р’ 


Е рә 
dalt” pile 


indem man die erste Formel auf je 7 nnd die zweite auf die jedesmal übrigen der (E —1) letzten Zeilen von R 
anwendet und die so gewonnenen Determinanten addirt. Von diesen wird пип, wie die obigen Formeln lehren, 
Jede Determinante verschwinden, in der zu einem > der / Zeilen, welehe der ersten Formel unterworfen wurden, 
sich ein p in den übrigen («—i—1) Zeilen vorfindet, welehe in der Beziehnung stehen 


Шу = р—3. 


Da nun offenbar das kleinste u, welches nach ö-maliger Differentiation nach a'”—*+?) noeh für die Differen- 
tiation nach a/”7*+P zur Verfügung bleibt, der Bedingung m—k+1+y 2 m —k+7, d. h. 2р1 genügen 
muss, so versehwinden in der obigen Summe alle Determinanten, bei denen die erste Formel nicht auf die 
Zeilen angewandt wird, in denen 

vl, 0 0 a4 


ist. Sind daher in einer Determinante, welehe diese Bedingung erfüllt, 


Pet Por + + Pin) 


numeriseh geordnet, die у der übrigen Zeilen, welche der ersten der obigen Formeln unterworfen werden, so 
muss, soll die hervorgehende Determinante nieht verschwinden, mindestens ein Theil der Folge 


1-(0—38); 2--(р—3). „ . 20—38; р лын = - . - р) (р —8) (а) 
іп der obigen Folge: 
Po-13 De, + Deia (В) 


enthalten sein, während der audere Theil über (2—1) hinaus liegt. 
Sind daher 


Рр-1) Рр. > + D 5 


die Glieder dieser Folge, deren jedes um (s—3) vermehrt, nieht grösser als (2—1) ist, so müssen sie die 


Folge 
е—1,р0,. . Al 


bilden. Das auf np, — in (8) folgende Glied p, muss also 1—1 aber> pl sein und es wird somit auf 
die Zeile von R, in der 
1+p,-1 = р 
ist, die zweite der obigen Formeln angewandt sein. Da aber 
1--р,1—(0—3) = pı 4 p =I+3—p, 


sobald nur g>3 ist, in der Folge: 


Ki 
1, 2, сора (0—3), (0—2) Ka: ‚a—l, 
also aueh in der identisehen : 
б 
Т ЕО о а, 
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enthalten ist, so findet sich zu р == Län ein у = Art Hp vor, für welches 


ална 


ist, 


Hieraus folgt also, dass unter den gemachten Voraussetzungen jeder Differentialquotient von R, der 


die Form: 


d— R 


jda ] k—i— 


hat, verschwindet, wenn p>3 ist. 


SE 


[a 


Ой” | i 


Für р = 3 hingegen ist die Folge (о) mit (2) identisch und es hat also 








== IR 
[а +3 | =! ШО 
== "nm 
so lange zu den früheren Voraussetzungen keine weiteren hinzugefügt werden, den von Null verschiedenen 
Werth: 
© mi | Е (аа) ‚ Plant) 
SEH P ү e "ОЛЫ ЕС) 
w; = (Ё—1)! С | 
Tk-i— CR 
а b 4а“ т, | | | | | А! 
a { | сж. el Re F onga) 





wo C, einen von С verschiedenen leicht bestimmbaren Ausdruck bezeichnet. 
Ist р = 2, so werden in der Summe von Determinanten, aus welchen 


IR 


| datt] m] [da en 


besteht, alle verschwinden, in denen sich zn einem у cin р vorfindet, deren Differenz 
у›—[ = 1 


ist; also alle ausser denen, in welchen von den letzten (k—1) Zeilen jede der ¿ ersten nach och? und 
M—k 21 


212 


jede der übrigen nach o differentiirt wurde. Somit ist, wenn 


ке т—1 т 
с = |" k+2 | ‚(т c 
1 1—9 J \k—1 
gesetzt wird: 
С Mm | ш) 0) 
Е) а (0—1) 
= n 75 д 
шыш sae e 
LEES I (k—i ! j HA Se 
Idol" E —1 d + Int | Ba 
| 
| 
0) = de [= | Forts (ар). . FOH amy) 





Die Formeln für р==1 und р = 0, die nieht weiter abgeleitet werden sollen, nnterschieden sich von den 
vorhergehenden nur in ihrem ersten Factor, der aber ebenfalls wegen der gemachten Voraussetzung, dass 
тұ ng pn Jinear-unabhängig seien, nicht verschwinden kann. 

Aus den vorstehenden Betraehtungen ergibt sich also, dass unter der Voraussetzung: die redueirten 
Gleichungen von (1) und (2) haben (8—1) linear-unabhängige Integrale gemeinsam, jeder Differentialquo- 


tient von der Form: 
al 
(m—k +p) e m—k+2) | і 
л 


п—і 


|da 
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wenn р nicht grösser als 3 ist, sich als ein Product aus einem nieht verschwindendeu und dem Factor 


Fler) 2 Be 


| - . DH DH 
Fo „ „Динин (ә) 


darstellt. Diese Differentialquotienten sind also gleiehzeitig Null oder hievon verschieden u. zw. findet 
stets das erstere statt, sobald die beiden Gleichungen (1) und (2) A linear-nnabhängige partienläre Integrale 
gemeinsam haben, da dann die obige Determinante verschwindet. Aber umgekehrt darf aus dem Versehwin- 
деп eines dieser Differentialquotienten nnr geschlossen werden, dass die Gleichungen (1) und (2) entweder Ё 
derartige Integrale gemeinsan babeu oder dass sie selbst keines, aber ihre Redueirten mindestens deren L 
gemein haben. Wenn also einer der obigen Differentialguotienten verschwindet und die Redueirten nieht & In- 
tegrale gemeinsam haben, sondern nur (#—1), so müssen (1) und (2) selbst E Integrale gemein haben; sie 
können aber deren auch nicht mehr gemeinsam haben, da sonst auch die Redneirten mehr gemeinschaftlich 
haben müssten. Hieraus folgt : 

„Haben die Redneirten zweier linearen Differentialgleichungen (k—1) linear-unabhängige partienläre 
Integrale gemeinsam und verschwindet ein Ditferentialquotient des R von der Form: 


AR 


[da ДЕЕР i (dam? › 





wo p nicht grösser als З ist, so haben die linearen Differentialgleichuugen X derartige Integrale gemeinsam, 
wenn kein Differentialquotient von der Form: 





k k—i 
d'A 5 р 


(m—k) i (m—k)y ki da =(— УШ Оро (т) у Thi bt? 
[аал] ee T] kai da] 


die zugleieh Null oder von Null verschieden sind, verschwindet?); ist jedoch derselbe Null, hingegen für 
irgend ein / 
ПВ 
SET 70, 
wo p Z3 ist, so haben die linearen Gleichungen gar kein, aber ihre Reducirten E Iinear-unabhängige Integrale 
gemein.“ 

Der Forderung, dass die beiden redueirten Gleichungen (8—1) linear-nnabhängige partienläre Integrale 
gemeinsam haben sollen, lässt sich noch ein auderer Ausdruck geben, da бе Bedingungen bekannt sind, 
unter welchen dieselbe in Erfüllung geht ). Sie lauten: 

„Die beiden redneirten Gleichungen haben (k—1) linear-unabhängige partienläre Integrale gemein, wenn 
ausser r noeh (A—2) Ditferentialquotienten desselben, deren jeder einer anderen der ersten (k—2) verschie- 
denen Ordnnugen angehört nud von der Form: 

а аса 
Ida, aa # ee ЛШ" 
ist, verschwindet.“ 

Diese Bedingungen lassen sich aber unter Berücksichtigung der vorangehenden Ergebnisse noch anders 
darstellen. 

Verschwindet nämlich sowohl R als auch ein Differentialquotient desselben von der Form: 


dR 
da!” 





1) L. e. р. 70. 
b* 
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во haben, wie aus den früheren Entwicklungen hervorgeht, entweder die linearen oder redueirten Gleichungen 
mindestens zwei linear-unabhängige particuläre Integrale gemeinsam, also besitzen in diesem Falle die 
redueirten Gleiehungen mindestens ein gemeinsames partienläres Integral. Versehwindet daher auch noch ein 
Differentialguotient von der Form: 
dR 
Geen Mean i 





wo р Z3 ist, so haben nach dem Vorangehenden die Redueirten mindestens zwei linear-unabhängige partieu- 
läre Integrale gemein. 

Diesen Gedankengang fortsetzend gelangt man zu dem Ergebnisse : 

„Versehwinden ausser /? noch (2—1) Differentialquotienten desselben von der Form: 


dk аР ] = 16 


да!" ? da] í [dat +9] > [Чай ШП а | pay A? 


n—i 








wo р 23 ist, so besitzen die beiden redueirten Gleichungen von (1) und (2) mindestens (2—1) linear-unab- 
hängige partienläre Integrale gemeinsam.“ 
Dem obigen Satze lässt sieh hiedurch die folgende Fassung geben: 


„Damit die beiden linearen Differentialgleiehungen (1) und (2) k, aber auch nieht mehr 
linear-unabhängige partieuläre Integrale gemein haben, ist es nothwendig und hinreiehend, 
dass mitihrer Resultante HR noeh (0—1) Differentialquotienten derselben von der Form: 


db ` а Б (Еш 
(т) ? рт (а) уро ms" (m—k+2)73 (m—k+p)] ki—1? 
do, Ida, | |de, ] [der "Ida, ] 


п—1 





мор 2 3 15, Null sind; aber keiner der gemeinsam verschwindeuden von der Form: 


а e 6 E, 
[1 ж ses m a 0 ke č [о @ k—i—i* 


Verschwinden hingegen auch diese, ist aber fürirgend eini: 


d’R 


Keen ] i иаа ] 





к= е 0, 


wo p nieht grösser als drei ist, so haben zwar die linearen Gleiehungen kein Integral, aber 


ihre redueirten 4 linear-unabhängige partieuläre Integrale gemeinsam.“ 


IV. 


Die voraustehenden Betrachtungen führen aueh mit Leieltigkeit zu einer linearen Differentialgleiehung, 
der jedes gemeinsame Integral von (1) und (2) genügt und deren jedes partieuläre Integral aueh umgekehrt 
diesen Gleichungen gemeinsam ist. 

Um dieselbe abzuleiten, werde angenommen, die beiden Gleichungen (1) und (2) haben E linear-unab- 
hängige partieuläre Integrale gemein und werden dieselben mit &,, &-..&. bezeichnet. Die Grössen 
sen an. брабр = hri Sind dann (k—1) den beiden redueirten Gleiehungen gemein- 


same linear-unabhängige partieuläre Integrale. Dem № kann man dann die Form geben: 
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Fi) Fü) Fa äu + К@мы) 


Г) en) en [т (КО) Раа) (С) Д (2241) A т— 0) (2.4 1) 
170—#+1) Key) e Feiti EH zz) (2241) SE Feti) (Empi) 


il 


Parc 2 nel) ШО Fir (2441) o o JEEN с 
g) и) F(&) F (zr41) IE) 


| re) E ve ect A Тт (&) К\т—® а) „еб боа) 


ИО ов С оаа 


Ф Ca Е: О) ае) H Ee x EEE) 


Vou den verschiedenen Formen, in welchen sich hieraus die gewünschte Gleiehung ziehen lässt, will ich 
eine ableiten. Aus dem obigen Ausdrucke für R ergibt sich in derselben Weise wie in (MI): 











N © Ze к Wi F(2.+1) o (4а) 
dER П (6—0) о а 
E ses 1! (ko)! 2 А А 
[чате с Е =] - а i 
| Р А | 3 
EI СЛЕ 17 d Е (ак 
wo 
v __fm—k+1) (m—k+2 Ne 
Gelee т р 
und aus 
gla) SC vlnr 1) Kar) „С Кс) 
an rat KN sf ya л A) а) З Fa (2,41) | 
Чат") Erin) SE Ол! rl) ба (а) 
ЕТО SS О (nn) оті (гы) WW EEN 
= (у, 
folgt: 
Ian 3 = aae SE a ER 
m Bun wi (k—i--1)! с с, ш, 
| E e хи =. 
| | 
йал Жы Е" (дл). Е" (zur) 
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р 
=D e SN 
( ) 0 Ken &—ї—1 [йш Т 


n—1 


Substituirt man die sich hieraus ergebenden Werthe in die Entwicklung der ersten Determinante von 


mu m Mm Er ACHEN len) 
4 В EN er ee. 
[4 Sa =k!C 
л 
п С», 0 | Fi (erpi) o . Pema) 


nach den Elementen ihrer letzten Colonne und setzt 4, = £, so erhält man: 











R _ 
a Е 
н), en = 
(= 1 | pa ы 2 1 аа 7] T a 
dh 
e. . (O m a 
( ) са [| un (m) 
í Ор wm Me ett: 
=í m In | as ~ | „= Жы Ыы ga? 
) I] DI ЕЕЗ il 1 [к | Id 
Dk 
+... + (1)! (az d 


Dieser Gleichung genügt also jedes der den beiden Gleichungen (1) und (2) gemeinsamen linear-nnab- 
hängigen particnlären Integrale: б, б 
allgemeines Integral ¢ von der Form: 


2. -ća Da sie nun selbst von der (k—1)ten Ordnung ist, so ist ihr 


5 == Wi (+ 921232 4-с (Cra — gr) + * 


Jedes derartige Integral ist aber ein den beiden Gleiehungen (1) und (2) gemeinsames Integral und 
somit ist jedes partieuläre Integral der obigen Gleichung diesen beiden Gleichungen gemeinsam. 


ү.) 


Wie sehon in (П) erwähnt wurde, lassen sich zwei lineare Ditferentialgleiehnngen, die mehrere partienläre 
linear-unabhängige Integrale gemein haben, dureh Einführung einer neuen Variabeln in andere trausformiren, 
die nur mehr ein partieuläres Integral gemeinsam besitzen. Von dieser Bemerkung ausgehend soll тиш eine 
charaeteristische Beziehung für zwei lineare Ditferentialgleiehungen, die partienläre Integrale gemein haben, 
hergeleitet werden. 

Es werde zunäehst vorausgesetzt, die beiden Gleichungen (1) nnd (2) in (1) haben nur ein partieuläres 
Integral gemein, was zur Folge hat, dass R= 0 und r 0 ist. Es lassen sich dann stets zwei Operations- 
Symbole von der xten und outen Ordnung: 


1) Die hier entwickelten Sätze wurden ohne Rücksicht auf den von Herrn Königsberger aufgestellten Begriff der 
irreductibelen algebraischen Ditferentialgleiehungen ausgesprochen, da mir dieselben die Grundlage für diesen Begriff bei 
den linearen algebraischen Differentialgleichungen zu bilden scheinen und ich hierauf bei einer anderen Gelegenheit näher 
einzugehen gedenke. 
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ne gi d 

[ozr den Pi ді жс ур =") у = Р(у) 
dr de—! A 

D dar "` Ni dei e Aer у = HAT 


auffinden, dergestalt, dass 


Denn die (m+n?) linearen Gleichungen, die zwischen р, Py- -Pmi fun 9°: In bestehen müssen, damit 
diese Identität statt habe, sind nach diesen (m-+n+2) Grössen homogen und haben R zu ihrer Determinante. 
Da nun R = О und r Æ 0 ist, so sind diese Grössen berechenbar. 

Haben die beiden Gleichungen (1) und (2) (k+1) linear-unabhängige partienläre Integrale gemein, was 
nach den Criterien in (Ш) erkannt wird, so haben ihre redueirten Gleichungen + Iinear-unabhängige Integrale 
gemeinschaftlich. Ist z=0 (l. е. р. 71) deren Differentialgleichnng, so lässt sich mittelst zweier Operations- 
Symbole der obigen Art: р nnd q, von denen das erstere von der (m—k)ten und das zweite von der (n— k)ten 
Ordnung ist, den Gleichungen (1) nnd (2) die Gestalt geben: 


F- p(z)+a 

/ = qb. 
Die beiden linearen Gleichungen 

р(2)+а = 0, 

9(2)--6 = 0, 


die bezüglich von der (m—k)ten und („—/)іеп Ordnung nach sind, haben nunmehr blos ein Integral 
gemeinsam und daher findet sieh nach dem oben Auseinandergesetzten ein Operations-Synmibol Р der (m—k)ten 
und Q der (n—kjten Ordnung dergestalt, dass 


Р[р(г)-+а|= @[4()--0)| 


also 


Offenbar gilt auch die Umkehrung: Besteht zwischen F und f cine derartige Identität, so müssen F=V0 
und f= 0 (2-1) linear-unablängige partienläre Integrale gemeinsam haben. Denn bilden у, Yz- -Ym+ı ein 
System linear-unabhängiger partienlärer Integrale der Gleichung f = 0, und bezeichnet F, die Substitution von 
y in F, so sind F, Р... Ku partienläre Integrale der homogenen Differentialgleiehung der (m—A)ten 
Ordnung 


Р(Р) = 0. 


Es können somit von diesen (m-+-1) partieulären Integralen blos (m—k) von einander linear-unabhängig 
sein, während die übrigen (+1), falls sie überhaupt von Null verschieden sind, lineare Ausdrücke dieser 
sein müssen. Wird etwa angenommen, dass 


Б 


1? JC . E 
die linear-unabhängigen Integrale seien, so muss А, д; sieh in der Form darstelleu lassen : 
аас - б, Ds В+ GE Hrn 


wo die с Constanten sind, die auch Null sein können. Es lässt sich nun leieht nachweisen, dass jede der - 
selben verschwinden muss. Denn wären eines oder mehrere с von Null verschieden, so müsste, da die obige 
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Identität erfordert, dass die denselben Ableitungen der abhängigen Variablen zugehörigen Coefficienten auf 
beiden Seiten einander gleich seien, die Relation: 


een all, 


statt haben und 
Из—&-ҥї = Су Yı 63 Ya cke СА Ym—k—I tr Cm-kYm—k 


sein. In Folge der Relation zwischen den с ginge aber diese über in: 


Ne EA — Y m—k 3...6. | (ri — Ynt) уа ? 
was der Voraussetzung widerspräche, dass у,, fe, -Ym+ı Bnear-unabhängig sind; also muss 


Gi (Gr =..=(,u4=0 


€ 2 


1 
und somit 
йн = 0 
sein fir? —=1, 2 
Die vorstehenden Entwicklungen lassen sich demnach in den Satz zusammenfassen: 


„Haben zwei lineare Differentialgleichungen F= 0 und f= 0, von denen jedenfalls eine 
nieht homogen und die erste von der nten, die zweite von der mten Ordnung ist, (k+1) linear- 
unabhängige partieuläre Integrale gemein, so lässt sieh stets ein Operations-Symbol Pder 
(m—k)ten und eines Q der (a— ten Ordnung bestimmen, dergestalt, dass die Identität 
obwaltet? 


Und umgekehrt: Besteht zwischen Fund feine derartige Identität, so haben die beiden 


linearen Ditferentialgleichungen 
F=0, f=0, 


(0-1) aber auch nieht mehr linear-unabhängige partieuläre Integrale gemein.“ 
Ist f = О selbst von der kten Ordnung, sind also die sämmtlichen partieulären Integrale der Gleichung 
Г = in F= 0 enthalten, so lässt sich hinach Ј in die Form bringen: 


EE Or 


wo Q ein Öperations-Symbol der (n—A)ten Ordnung ist. Bezeiehnet daher v das allgemeine Integral der 
nach f homogenen linearen Gleichung der (a—k)ten Ordnung: 


GE e A 
so ist f= v eine Integralgleiehnng von F' = 0. 

Man zieht hieraus den Satz: 

Sind die sämmtlichen partienlären Integrale einer linearen Differentialgleiehnng der 
kten Ordnung = О in einer höheren, »ter Ordnung, F=0 enthalten, so kommt die Integra- 
tioun der letzteren zurück auf die Integration von f =Q und einer homogenen linearen Glei- 
chung der (a—k)ten Ordnung. 


Die Anwendung, die dieser Satz im Falle findet, als zwei gegebene lineare Differentialgleichungen 
gemeinsame partienläre Integrale besitzen, bedarf keiner weiteren Auseinandersetzungen. 

2) Es soll nun das dem eben behandelten Probleme zur Seite stehende gelöst nnd die Differentialgleichung 
der niedrigsten Ordnung aufgesueht werden, welehe die sämmtlichen partieulären Integrale zweier gegebenen 
linearen Differentialgleiehnngen enthält. 

Die Lösung dieser Aufgabe ist für den Fall, dass beide Gleichungen kein partieuläres Integral gemeinsam 
haben, durch die folgende Bemerkung gegeben, die ohne weiteres evident ist. 
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„Haben die beiden linearen Differentialgleiehungen ф = 0 und y=0, von denen mindestens eine nieht 
homogen und die erste von der nten, die zweite von der mten Ordnung sei, kein partieuläres Integral 
gemein, so lassen sich stets zwei Operations-Symbole р und g bezüglich von der (m-+-1)ten und (»— I ten 
Ordnung bestimmen, welehe die Identität berstellen: 


Pei Tao). 


Besitzen jedoch die linearen Differentialgleiehungen F=0 der nten nnd f= O der mten Ordnung, von 
denen mindestens eine nicht homogen sei, (/--1) linear unabhängige partienläre Integrale gemeinsam nnd ist 
г = 0 deren lineare Differentialgleiehnng der Lien Ordnung, so lassen sich nach dem Vorhergehenden (1) zwei 
Operations-Symbole Р und Q bezüglich von der Lu - ten nnd (m—k)ten Ordnnug bestimmen, welche die 
Identitäten liefern: 

Ме Re) 
Р 9). 
Da die beiden homogenen Differentialgleiehungen nach z der (n—k)ten und (m—k)ten Ordnung: 
IPRA 0% 
di = 0, 
nunmehr kein partieuläres Integral gemeinsam haben können, so lassen sieh naeh ]. е. р. 74 zwei Operations- 
Symbole X und 5 bezüglieh von der Ordnung (n—/:) und (n—k) auffinden, welehe die Identität herstellen: 


Е|Р(г)| = 5[0(@)] 
oder 
R[F] 


5[Л]. 


Jeder dieser Ansdrüeke verschwindet für die Substitution der partienlären Integrale sowohl von F = O 
als anch von f= 0 und daher sind in Jeder der beiden identisehen linearen Gleichungen der (m-+n—k)ten 


Ordnung: 
RIF]= 817]= 0 


die sämmtliehen Integrale sowohl von F = 0 als auch f= О enthalten. Wie ihre Herleitung zeigt, sind diese 
Gleichungen anch die der niedrigsten Ordnungen von dieser Besehaffenheit. 

Man tbersielit, wie durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens auel die Differentinlgleichnng der 
niedrigsten Ordnung gebildet werden kann, welche die sämmtlichen partieulären Integrale mehrerer linearer 
Gleichungen in sieh vereiniget. Aber auch die trüheren Sätze in (1) lassen sieh für den Fall erweitern, dass 
nicht blos zwei, sondern mehrere Gleichungen zugleich in Betracht gezogen werden. Doch dürfte es zweck- 
mässig sein, vorerst ein gewisses Eliminations-Problem zu erledigen. 


ҮІ. 


1) Ich will mir erlauben die Lösung dieses Problems mit einer allgemeinen Bemerkung über die Elimi- 
nation einer Variabeln ans zwei simultanen Differentialgleiehungen zwischen drei Variabeln einzuleiten, die 
sich dureh die früheren Entwieklungen aufdrängt und, wie ieh glanbe, nieht ganz überflüssig erscheinen 
dürfte, Dieselbe wird an Deutliehkeit gewinnen, olme an Allgemeinheit einzubüssen, wenn ieh sie an (die 
linearen Gleichungen (1) und (2) in (T) knüpfe. Nimmt man an, dass in diesen Gleickungen die Coeffieienten 
eine zweite von x abhängige Variable 2 sammt ihren Differentialquotienten, in jedem bis zu einer gewissen 
Ordnung enthalten, so ist R das Resultat der Elimination der Variabeln у aus den beiden Gleichungen. Der 
Differentialzleiehung nach 2: == О sehreibt man nun zumeist, wie mir scheinen will, nieht nur die Eigen- 
schaft zu, dureh zusaımenfallende Werthe von 2 befriedigt zu werden, welche aus den beiden gegebenen 
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Gleichungen für dasselbe y sich ergeben, sondern auch, dass jede ihrer Lösungen gemeinsame partieuläre 
Integrale der beiden gegebenen Gleichungen bestimme. Doch die letztere Supposition ist unbegrün- 
det. Denn nach den Auseinandersetzungen in (IT) kann es immerhin Меге des z geben, deren jeder № = 0 
gentet, die jedoch so beschaffen sind, dass nicht die dureh sie in (1) und (2) bestimmten linearen Differential- 
gleichungen nach y ein partieuläres Integral gemein haben, sondern blos deren Redncirten. 

Von den unzähligen Beispielen. die sieh leicht zur Ilnstration dieser Thatsache formen Hessen, möge 
eines angeführt werden. 

Sind in den beiden linearen Gleichungen: 


пу 2000-9 == 0), 
D =b y byb == il 


die C'oeffieienten: 


ар = Bei +37 +20? һ„ = 32 Hhr’-H22+(2—1) 

а, = 52" 4-12 --22—91 b, = (?г-+-1)г”—(4л%-_8)г'- 2(22"--0--2)2—2 
а, = Pe (21--1)2"--(42*--1)2'— (22 102-7 b, 214-21 

a == —2r’ b = emst., 


so verschwindet für 2 = e" der Ausdrock R, deu man dureh Elimination des y aus den beiden Gleichungen 
gewinnt; aber die durch Substitution dieses Werthes sich ergebenden linearen Gleichungen: 


£’ y — 2e y +2 y— el == О, 


(2—1) у 5+0 = 0 


haben dennoch kein partieuläres Integral gemeinsam, sondern blos ihren Reducirten wird gleichzeitig dureh 
y = x genügt. 

Die erwähnte Supposition trifft jedoch zu, wenn die Iinearen Gleichungen (1) und (2) homogen nach y 
sind, dal. е. р. 66) dann das Verschwinden ihrer Resultante die notbwendige und hinreichende Bedingung 
ist, damit dieselben partienläre Integrale gemein haben. Die Entwicklungen dieser Note ermöglichen es jedoch, 
noch in einem zweiten Falle aus (1) nnd (2) eine dritte Gleichung abzuleiten, deren jede Lösung stets gemein- 
same Lösungen derselben bestimmt. nämlich dann, wenn die Variable z blos im letzten von y freien Terme 
der beiden Gleichungen, von denen wenigstens eine nicht homogen vorausgesetzt wird, auftritt 

Denn haben die Redneirten der beiden Gleichungen, in deren Coetfieienten also die Variable г und deren 
Derivirten nicht vorkommen, (2—1) und nicht mehr partienläre Integrale gemeinsam, so stellt nach (ПТ) die 
Identität: 

EAR 


al” m—k+? a 


> == 0 
[daai 


die nothwendige und hinreichende Bedingung dar, damit die beiden linearen Gleichungen E linear unabhän- 
gige particuläre Integrale gemein haben. Jedes с, das dieser Gleicimng gentigt, bestimmt also A den beiden 
gegebenen Gleichungen gemeinsame linear unabhängige partienläre Integrale und bildet daher mit jedem 
dieser E Integrale und jedem aus Auen Iimear zusammengesetzten Integrale Lösnngs- Systeme der beiden 
simultanen Gleichungen. 

Zn einer Gleichung von der gewfinschten Beschaffenheit wäre man auch leicht durch gesonderte Betrach- 
tung der beiden Fälle gelangt, in denen die Redueirten der beiden Gleichungen (1) und (2) kein partienläres 
Integral gemein haben oder deren mehrere. Denn im ersten Falle hat R= 0 die gewtinschte Eigenschaft, dass 
jede ihrer Lösungen gemeinsame Lösungen in (1) und (2) hervorruft. Der zweite Fall, in welchem diese 
Gleichungen (k—1) linear unabhängige partienläre Integrale gemeinsam haben, lässt sich aber unmittelbar 
anf den ersteren zurtiekführen. Denn stellt « = O die Ditierentialgleichung dieser gemeinsamen Integrale dar, 
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so lassen sich stets Öperations-Symbole » und q bezüglich von der (n—k—1)ten und (r—k+1)ten Ordnung 
auffindeu, vermittelst welcher die Identitäten stattlaben: 


F— р(и)+а, 
f q0). 


Die redneirten der beiden nach « lincaren Gleichungen: 


paua =0, 
qub =0 


haben dann kein parficnläres Integral gemeinsam und die Resultaute R der beiden linearen Gleichungen gibt 
also, gleich Null gesetzt, eine Differentialgleiehung nach 2, deren jedes partienläre Integral in diesen Glei- 
chungen dasselbe м und somit gemeinsame Integrale von [== 0 пай f= 0 bestimmt. 

Mit dieser Elimination ist aueh eine Aufgabe gelöst, von der ein speeieller Fall schon dureh Herrn Fuchs! 
und ein zweiter |. е. р. 79 behandelt wurde.” Man Кап ihr die nachfolgende Fassung geben: 


Die lineare Differentialgleiechung zu bilden, deren jedes partieuläre Integral еіп gege- 
bener linearer Differentialausdruck eines partienlären Integrals einer gegebenen linearen 
Differentialgleichung ist. 


Diese Aufgabe ist offenbar ein speeieller Fall des oben erörterten Eliminations-Problems. Denn ist 
F_ayr a y.. ауа == 0, (а) 


die gegebene und gesucht die lineare Ditferentialgleielung, deren partieuläre Integrale z imit den у in der 
Beziehung stehen: 


z = bay b y. n Hby b, (6) 


so that diese die Eigenschaft, dass jede ihrer Lösungen z in den beiden lineareu Gleiehungen (а) und (£) 
gemeinsame Lösungen у bestimmt. Sie wird also in der eben auseinandergesetzten Weise gefunden uud ist, 
wenn 

GE р" 
und 


in Ze зе ОБЕ еми 
(k—1) linear unabhängige partieuläre Integrale gemein haben, nach z von der ("—k+1)ten Ordnung. 


2. Durch die Lösung dieser Anfgabe ist man nunmehr in den Stand gesetzt, die früher angeregte Erwei- 
terung der Sätze in (Vl) auszuführen. Ich will dieselbe an dem Falle vornehmen, dass die sämmtliehen parti- 
enlären Integrale jeder der drei linearen Gleielmngen ў == О, f = 0, А, == N, die bezüglich von der Orduung 
kis ka, Е, seien, in der linearen Differentialgleiehung der sten Ordunng P = О enthalten seien, da sich von 
hieraus der allgemeine Fall, wo an die Stelle von drei linearen Ditferentialgleiehnngen » treten, vollständig 
übersehen lässt. Von diesen drei Gleiehungen will ieh vorersi annehmen, dass keine zwei, noeh die Redu- 
eirten irgend zweier partienläre Integrale gemeinsam haben. 

Da die sämmtlichen partieulären Integrale von / = О in F= 0 enthalten sind, so lässt sieh immer ein 
Uperations-Symbol der (п —/ ten Ordmmng р bestimmen (V, I) dergestalt, dass 


а 


1 ‚Journal für’Mathematik, Bd. 68. 
2 Der dortigen Elimination liegt die stillschweigende Voraussetzung zu Grunde, dass die beiden Reducirten kein parti- 
culäres Integral gemein haben. 


ct 


20 G. v. Escherich. 


Sind nun die partieulären Integrale %,, 7. 2111 von f, linear unabhängig, so sind aueh die Ansdrücke 
ЛЛ E e deren jeder der eume 


plhl=0 


genügt, wegen der gemachten Voraussetzungen linearunablängig von einander und können somit als (k, +1) 
linear unabhängige partieuläre Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung nach ў, (oi: 
е 


elf] = 0 
betrachtet werden, deren Bildungsweise socben in (1) gelehrt wurde. 

Da mn die sämmtlichen Integrale dieser Gleichung der (A, +-Ay)ten Ordnung in p|f i] = 0 enthalten 
sind, so muss sich ein Operations-Symbol у der (н — A, —/, ten Ordnnng auffinden lassen (У. 1, 1. е. У.) der- 
gestalt, dass 

Kerl] = aly 21 

Der Gleichung: 


aly = 
wird wieder durch jedes partieuläre Integral von /, = 0 genügt. Sind nun vj, 9...0, linear unabhängige 
Integrale von f, == ©, so wird die obige Gleichung durch jeden der Ansdrücke 
hal РЛ Cdi p LA Ош) 
befriedigt. Diese Ausdrücke sind aber wegen der gemachten Voraussetzungen linear unabhängig von ein- 
ander, da die lineare Relation 
ел РА 0). [Л Cirt] = 0, 


wo die с Constauten sind, wie man sich leieht überzeugt, zur Folge hätte, dass entweder —- wenn Ze = 0 
ist — eine oder beide Reducirten von f, = О und f, = O mit der Redueirten von f = 0, oder — wenn Ze 52 0 
ist — die Gleichungen f, = O und f= 0 partienläre Integrale gemein haben. Die obigen Ausdrüeke können 
daher als linear unabhängige Integrale einer nach o| f, (ж)| linearen homogenen Gleichung betrachtet werden. 
Ist daher 
ply D =0 


diese Gleichung, welche von der Ordnung (zk) ist, so sind deren sämmtliche Integrale in 


F— glp U) = 0 
enthalten. Daher nmss es ein Öperations-Syinbol y der (ul —i,—k,)ten Ordnung geben, für welches 


self) Zee 
Hiernach ist also: 
К rel 


wo der Differentialausdrnck f, von der Orduung A, und die Operations-Symbole 9, y, у bezüglich von der 
Ordnung Ay, А, und 2 — (А-А, +k) sind. 

Die vorstehenden Auseinandersetzungen führen somit zn dem folgenden Satze: 

Sind diesämmtlichen partieulären Iutegrale jeder der linearen Gleichungen: 


J= 0; fi = 0; GENEE mV 


die bezüglich von der Ordnung й, E, Äy....%. seien, in einer linearen Differeutialgleiehnng 
der »ten Ordnung 
| 10) 
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enthalten, so lassen sieh, wenn weder zwei der obigen Gleiehungen, noch ihre Redreirten 
ein partieuläres Integral gemeinsam haben, Operations-Symbole ру, Pa: Pay Papi bezüglich 
von der Ordnung A, E, An, ër (h-ki... ku) auffinden, dergestalt, dass die Identität 
ohwaltet: 


een. 


Zu dem nämlichen Resultate gelangt man, wenn man durch wiederholte Anwendung des 1. е. р. 74 aus- 
einandergesetzten Verfahrens zunächst die homogene lincare Differentialgleichung der niedrigsten Ordnung 
sucht, welehe die sämmtlichen partieulären Integrale von f = 0, Less, у = 0 in sich vereinigt und 
beachtet, dass die sämntliehen Integrale dieser Gleichung in F= O enthalten sein müssen. Die Anwendung 
von (V, 1) führt dann unmittelbar zur obigen Formel, 

Ich will nnumehr den allgemeineren Fall behandeln, in dem die obigen Voraussetzungen über f, = 0, 
Л = 0, f = 0 fallen gelassen werden. Doch soll dieser Fall nieht durch blosse Erweiterung des vorher- 
gehenden Verfahrens erörtert, sondern dasselbe in etwas moditieirter Weise angewendet werden, welche 
zugleich zeigen wird, dass im obigen Satze die eine Einschränkung, wonach keine zwei der drei Gleichungen 
fi = ©, h = 0, f= 0 ein panieuläres Integral gemein haben sollen, überflüssig ist. 

Es sollen über у = О, 7, = 0, „== ©, deren sämmtliche Integrale in #= О enthalten sind, im Vorlinein 
keine Voraussetzungen gemacht, sondern erst aus dem Entwieklungsgange die nothwendigen erkannt und 
festgestellt werden. 

Da die sämmtliehen Integrale von / == 0 in F=0 enthalten sein sollen, so gibt ез ein Operations-Sym- 
bol р der (#— Men Ordnung, für welches 


Г к= || 


In der Gleichung р[/\] = 0 sind nun die sämmtliehen Integrale von f, == Ô enthalten. Man bilde daher 
die Gleichung, deren jedes Integral von der Form f, (x) ist, wenn v ein Integral von у, (0) == О ist. Dieselbe 
wird durch Anwendung des Verfahrens in (1) auf die beiden Gleichungen 


Р (4) == op 

Л =z 
gewonnen. Die sich hiedureh ergebende Differentialgleichung (2) == О ist nach 2 von der Ordnung k,—), 
wenn А die Anzahl der linear unabhängigen partienlären Integrale bezeichnet, welche den Redueirten von 


К = 0 п у, = О gemein sind. 
Die sämmtlieben Integrale von 


О" 
sind aber in ol, (у)] = 0 enthalten, da für y = r stets F verschwindet. Somit besteht ein Operations-Syınbol 
q der n— (k,+/k,—ı) Ordnung, für welches 
Halt 
— gle A). 
In der Gleichung [о (7,)| = 0 sind nun wieder die sämmtliehen Integrale von /, = 0 enthalten. Um 
diesen Umstand in derselben Weise wie vorher zu verwerthen, ist es zuvörderst nothwendig, die Gleiehung 


zu bilden, deren jedes partieuläre Integral die Form Ф| 7, (7’)] besitzt, wo =’ ein partieuläres Integral von 
f(n) = 0 bedeutet. Die Ordnung dieser Gleichung (г) = 0, welche nach (1) aus 
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EE 


erbalten wird, Капи aber a priori bestimmt werden, indem man die Zahl der linear-unabhängigen partiewlären 
Integrale feststellt, welehe die Redueirten von /, 7) = 0 und g[/,(@)] == © mit einander gemein haben. Um 
diese Zahl zu finden, sollen die Lösungen der Redueirten von y| /,(r)] = Ө aufgesucht und zu diesem Behufe 


angenommen werden, es sei: 


Й\ (у) = 4, (ra, 
(u) = x(u) +b. 


wo y, (y) und z(u) die Redueirten bezüglich von A = 0 und sta) = 0 sind und somit 
zih a= 0 


die Redueirte der Gleichung elt, (y)| = 0 darstellt. 
Der Gleichung nach y: 


Ф001 0 


wird genügt, dureh jedes y, welehes Zu (у) zu Null macht und ausserdem dureh jedes y, welches mit dem 


allgemeinen Integrale « der Gleiehung z(u) = in der Beziehung steht: 
yy) = v. 
Nun ist aber in Folge der Bildungsweise von ali, (у)] = 0 
== lin FEN re) 
wenn zwischeu den Constanten с die Relation herrscht: 


pl), 


Wegen dieser Gleichung zwischen den с geht der obige Ausdruek über in: 


ш == ЧИ [ч Ra lee 
somit: 
d Lu) = (е titten н) 
oder 
NEE AM helle 


Diese Summe stellt aber wegen Ze == 0 das allgemeine Integral der Reducirten von f (7) == O dat, 


Aus dieser Betrachtung ergibt sich somit, dass die Redueirte von y| f (|= v nur versehwindet für die 
partieulären Integrale der Reducirten der Gleiehungen f = 0 und f =0. bs hat daher dieselbe mit der 
Redueirten von /, (y) == alle und keine anderen partieulären Integrale gemeinsam, als welehe der Reducirten 
von Cu) = О mit den Redueirten von у, = О md f, = О gemein sind. 

Bezeiehnen also A und A die Anzahl der linear unabhäugigen partieulären Integrale, welehe die Redu- 
eirte von fy = Ө bezüglich mit der Redneirten von f = © und /, = 0 gemein hat, bezeichnet ferner A die 
Anzahl solcher Integrale, welche die Redueirten dieser drei Gleichungen gemeinsam haben, so ist die 


Gleichung Ae) = О nach о von der Ordnung А, — (А-А — А). 
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Da nun die sämmtliehen Integrale der Gleichung Y el (il =) im H {#17 (ol == 0 enthalten 
sind, so besteht ein Operations-Symbol y der Ordnung пи (Д 300—0 h), welches die Identität 


herstellt: 


Р МФЛ). 


Von den drei hier auftretenden Operations-Symbolen y, %, x ist das erste von der Ordnung Ji das 
zweite von der It (X= X'’—h)jten und das letzte von der In—(k i thk tki 0—5 h )jten Ordonng, 
wobei А, X, А” und л die Anzahl der linear nnabhängigen partienlären Integrale bezeichnen, welehe bezüglieh 
den Кейпейгїеп von f =0 md f, = 0, fi = 0 und fy = 0, 5 = 0 nd f = 0 und denen aller drei Glei- 
сше КО 0, == seinen sind. 

Ist à = A == X = 0), so ist auch л == 0 und man hat den vorher behandelten specielleren Fall. 


ҮП. 


Das in (VI, 1) behandelte Problem der Transformation (р. 19) lässt eine weitgehende Verallgemeinerung 

, die im letzten Grunde anf gewissen ans den partieulären Integralen einer linearen Gleielmng zusammen- 
gesetzten Funetionen berulit, deren Existenz aufzuweisen ieh mich bier begnügen will, während deren einge- 
hende Untersuelimng ich einer anderen Gelegenheit vorbehalte. Diese Fimetionen, die anch bei Systemen 
simnltaner linearer Differentialgleiehungen auftreten und bei der Auflösung eines derartigen Systems ebenso 
wie bei dem erwähnten Transformationsprobleme sieh als die Analoga der Potenzsummen der Wurzel- 
systeme algebraischer Gleiehnngen manifestiren, ergeben sich aus der Identität (6) durch dieselben Über- 
legungen, welehe 1. е. p. 79 auf sie führten. Es genügt daher den hieraus fliessenden Satz anzuführen, 


weleher lautet: 


Sind уу, Yg---Ya+ı ein System linear unabhängiger partieulärer Integrale der linearen 


Ditferentialgteichung: 


аруа MI ауа == О, 
so lässt sieh jede aus der Matrix: 


П er 
AGR AEN) 


Log, wen, т 
= [Зн : 
entnommene Determinante (n+1)ten Grades dureh ein Product ans e" Dy und einer in 
den Coetficienten der Gleiehung nud deren Differentialqnotienten ganzen Funetion aus- 
drücken. 


Um diese Function zu erhalten, setze man die Differenz u —n == m und bilde die Matrix : 


(il en ПУ 


|| рз с nt, „фмс 


(а) 
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wo a, х die in (D) angegebene Bedeutung hat. Dann ist irgend eine aus der Matrix von gleicher Mächtigkeit 


Е 7 | 
П. | 
ИБ | 0) 
Da у 1) Й i 
ECH Ge? Ya] 


entnommene Determinante (»—+-1)ten Grades gleieh der aus den übrigen Colounen der Matrix (a) gebildeten 


А и. ан) — | а А р 
Determinante (m+1)ten Grades multiplieirt mit a, e % und einer Potenz von (—1), deren Exponent 


die Anzahl der Vertauselmngen angibt, welehe nöthig sind, nm diese т Colonnen der Reihe nach zn den э 
ersten der Matrix (a) zu machen. Dieser Satz lässt sieh übrigens, wie ich iu der angekündigten Arbeit zeigen 
werde, aneh direct ohne Vermittelung der Identität (6) naehweisen. 


з сеж с — 


